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Motiverende eksempel (fra Startz, 2014):

Yi+1 = o+ Byt + €41

y¢: daglige S&P500 afkast over perioden 1957-2012

Den estimerede model: B = 0.026, t-stat =3.09, p-veerdi = 0.002

— meget steerk evidens imod Hy: 8 =0

MEN: en bayesiansk analyse giver meget anderledes resultater, med sandsyn-
ligheden for Hy (Pyy,) fra 11% til 50%. (For beregning af Py , se senere).



Klassisk frekvensbaseret statistik

e Givet modellen, er det kun stikprgven der indeholder information om model-

lens parametre.

e Maksimum likelihood estimation: Valg de parametre, der maksimerer sandsyn-
ligheden for at f& den givne stikprgve.

e Estimerede parametre er stokastiske variable, men populationsparametre er
IKKE stokastiske!

e — Det giver IKKE mening at tale om sandsynligheden for H,.

e Sandsynligheder er 'objektive’, baseret alene pé stikprgven: 'frekvensbaseret’
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Klassiske hypotesetest:

e Fisher (1925): p-vardien som mal for hvor steerk evidens der er imod Ho,
men ingen eksplicit Hy.

e Neyman and Pearson (1933): H, og Hi, valg af signifikansniveau, forkast
eller forkast ikke Hy til fordel for Hy, ingen p-vaerdi, Type-1 og Type-2 fejl.

e Valg af signifikansniveau: "5% reglen" stammer oprindeligt fra Fisher som
en uformel og ikke-fast tommelfingerregel, men blev - desveerre! - hurtigt en
"fast regel".

e 5% afspejler (implicit) en stgrre vaegtning af Type-1 fejl end Type-2 fejl ...
men anvendes IKKE konsistent i praksis!



Z tests for andele og middelvaerdier:

AN

Hy, : p=po, Zratio = L2 _P°  N(0,1) under Ho
\/po(l_po)
mn
Y —
Ho : w=up, Zratio = Ho t(n — 1) under Hy

S/v/n

Bemaerk:

e Ved et fast signifikansniveau (eks. 5%), bliver alle tests signifikante nar n

bliver stor nok.

e p-vardien i testene giver IKKE P(H, | data), men derimod P(data | Hy) !
.



Statistisk beslutningsteori

e Traffe en konkret beslutning baseret pd et hypotesetest: Hvis H, forkastes,
treeffer vi beslutning By. Hvis H, ikke forkastes, traeffer vi beslutning B».

e Inddrag omkostninger/konsekvenser ved hhv. Type-1 fejl og Type-2 fejl —
Tabsfunktion.

e Minimer det forventede tab L. = palLi + (1 — p)BL», hvor p = P(Hy),
L1 og Lo er omkostningerne ved hhv. Type-1 og Type-2 fejl, og o og 3 er
sandsynlighederne for hhv. Type-1 og Type-2 fejl.

e Bemark: her opereres med P(H,), dvs. implicit en bayesiansk tilgang.

e Bemark: « er signifikansniveauet.



e Leamer (1978): Valg o s& L minimeres — "Line of enlightened judgement" .

e For p = 0.50 og L.y = Ly, f&s for Z-testet for u nedenstdende figur. (Hvor
Ho: =0, Hi: u=0.5 0 =2).

e Bemark: det 'optimale’ signifikansniveau er generelt meget forskellig fra 5%.
e Hvordan fastsaettes L1 og Lo? Svart ... ofte umuligt!
e Hvordan fastsattes p = P(Hy)? Sveert ... ofte umuligt!

e Men ved at bruge Bayes formel kan man udlede den implicitte p i testet udfra
det valgte signifikansniveau (se nedenfor).
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Figure 2: "Line of enlightened judgement" for test pd middelverdi (Fra Kim,
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Bayesiansk statistik

Grundprincip: Kombiner den information stikprgven giver med a priori viden

gennem Bayes formel til at f& P(H, | data).

P(H
P(H, | data) = Py = P(data | Hy) - (Ho)

P(data | Hy) er den sadvanlige likelihoodfunktion
P(H,) er & priori sandsynligheden for H,

Givet data, er P(data) en normaliseringskonstant

P(data)
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Bemaerk:
e Det er vigtigt at skelne mellem P(H, | data) og P(data | Hy) !
Lad D veere "dgd" og H veere "haengning".
Hvad er P(H | D) 7

Hvad er P(D | H) ?

e Populationsparametre opfattes som stokastiske variable.

e Sandsynligheder er 'subjektive’ ... hver af os har vores egen prior.
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Definer Bayes-faktoren og prior odds ratio som hhv.

P(data | Hy) P(H,)
P(data | Hy) ° P(H;)

Hermed f&s posterior odds ratio som

P P(dat H P(H
Ho _ (Bayes-faktor) - (prior odds ratio) = (data | H,) : (Ho)
PHl P(data | Hl) P(Hl)
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Pp, fas som:

P(data | Hy) - P(Ho)

Mo = (P(data | Ho) - P(Ho)) + (P(data | Hy) - (1 — P(H,)))

Med en 'neutral’ prior, P(H,) = P(H1) = 0.5, fas:

B P(data | Hyp)
~ P(data | H,) + P(data | Hp)

Py

Bemark: Pp_ kan vaere meget forskellig fra p-vaerdien!
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Eksempel (fra Startz, 2014):

Et mgntkast, ssh for 'krone’ = 6. Ho: 6 = 0.5, H1: 6 = 0.8
Mgnten kastes n = 32 gange og 21 'krone’ observeres = 0 = 0.656

Standard Z test: Z ratio = 1.765, p-vaerdi = 0.039

Med P(Ho) = P(Hi) = 0.5, fas Py, = 553630024 = 0-56

Bemzerk: Vi afviser H, pa standard 5% signifikansniveau, men Py er stgrre

end PHI '

Se figur naeste side.
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o

Py (from Bayes theorem)
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Figure 4.1: p-value vs. probability of the null for the coin tossing example.

Figure 3: Mgntkast, Hy: 0 = 0.5, Hy: 6 = 0.8 (Startz, 2014) 16



Hvad nu hvis alternativhypotesen i stedet er Hy: 6§ # 0.5 7

B P(data | Hy)
~ P(data | Hy) + [ P(data | 61)f(61)d6;1

Py

Med en uniform prior for 61 over enhedsintervallet [0; 1], dvs. f(01) = 1, fas
med numerisk beregning af integralet og n = 32 figuren p& naeste side.

Bemaerk: Ogsa her er der stor forskel pa p-vaerdien og Py .

Bemaerk: Selv i sddanne simple eksempler kraeves der ofte numerisk integration
| bayesiansk analyse.
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Figure 4.5: pr, and p-value for coin tossing example, n = 32.

4: Mgntkast, Hy: 0 = 0.5, Hy: 6 # 0.5 (Startz, 2014)
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Kompromis mellem den klassiske og bayesianske tilgang:

En 'full-blown’ bayesiansk analyse kan vaere svaer at udfgre i praksis fordi den

kraever specifikation af en prior for alle relevante hypoteser (H, og modellerne
indeholdt i Hy).

Kan man kombinere de klassiske tests med bayesianske metoder til at fa Pp,
uden at specificere en konkret prior for alle modeller?

Ja, der er forskellige muligheder:

e Med den givne teststatistik og det valgte signifikansniveau, brug Bayes formel
til at udlede den implicitte prior (se Startz, 2014, s.139-141).

Bemaerk: der er altid en implicit prior i et klassisk testl — klassisk frekvens-
baseret statistik er ikke 'objektiv! (pas p& med "letting the data speak")
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e Litteraturen indeholder simple formler for at beregne Pp_ udfra t-statistikker

pa regressionskoefficienter, og med forskellige simple priors (eksempelvis Startz,
2014, 5.146-158; Kim and Ji, 2015, s.3-4).

e BIC: Lad t vaere t-statistikken for en regressionsparameter. BIC f3s hermed
som: BIC = —t? + In(n), og

exp(0.5 - BIC)

_ , (jf. Startz, 2014, s.172-177)
1 4 exp(0.5 - BIC)

Py

e Minimum Bayes Factors (MBF): Den Bayes faktor der giver den steerkeste
evidens imod H,. (Harvey, 2017, s.1422-1431).

20



For et klassisk Z test, fas MBF = exp(—(Z ratio)?/2), og

prior odds
Py = MBF - |
o 1 + (MBF - prior odds)

e SD-MBF: Symmetrisk og aftagende prior for H1 omkring H,. (Harvey, 2017,
s.1422-1431).

SD-MBF = —exp(1) - p-veerdi- In(p-vaerdi)

| konkrete anvendelser af disse simple metoder fas ofte Py , der afviger meget

fra de klassiske p-veaerdier.
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Afsluttende filosofiske /videnskabsteoretiske/metodiske overvejelser:

e De klassiske frekvensbaserede statistiske metoder blev oprindeligt udviklet for
eksperimentelle data og sma stikprgver.

e Men de fleste empiriske analyser indenfor gkonomi (og samfundsvidenskab
generelt) anvender ikke-eksperimentelle data.

e Og efterhanden er vores stikprgver blevet ret store (ofte tusindvis af obser-
vationer).

e Et sarligt kendetegn for gkonomiske - og samfundsvidenskabelige - modeller,
er, at de alle er grove approksimationer til virkeligheden.

e George Box i 1978: "All models are wrong but some are useful".
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e De klassiske tests med fokus p& P(data | Hy) clasher med dette ... vi ved
jo, at Hy er forkert!

e Det er mere interessant at spgrge: Hvor forkert er H,? Eller: hvilken model
er mest sandsynlig, H, modellen eller H; modellen?

e Den bayesianske tilgang egner sig bedre til at besvare de spgrgsmal vi som
gkonomer er interesserede i.

e Under alle omstaendigheder: Stop med bevidstlgst at anvende et 5% sig-
nifikansniveau! Inddrag Type-2 fejl og styrken af testene. Teaenk over, hvad
konsekvenserne er af hhv. Type-1 og Type-2 fejl. Taenk over, hvad din im-
plicitte prior er ... det du 'tror’ mest pa, er det H, eller Hy 7
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Bayesiansk estimation (hvis tiden tillader det)

Udled posterior-fordelingen for parameteren (vha. Bayes formel og en prior),
og valg en bestemt fraktil eller moment i fordelingen som estimat.

Med en kvadratisk tabsfunktion, vaelges typisk middelvaerdien i fordelingen.

Eksempel: Med en uniform prior i intervallet (0; 1), f&s Bayes estimatet af

sandsynlighedsparameteren i Bernoullifordelingen, 6, som @b = % hvor n

er stikprgvestgrrelsen og Y er antal succes. (Sammenlign med maksimum

Y

likelihood estimatoren 6,,,; = )

Bayesiansk estimation og modelevaluering anvendes ofte i DSGE makromo-
deller, hvor modellerne netop ikke antages at veere 'sande’ og derfor ikke testes

med klassiske tests. | stedet beregnes posterior odds ratios for modellerne.
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